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3What’s “function”?


 

A “relation”
 

mapping input value(s)
 

to output 
 value(s), just like a “machine”

 
mapping raw 

 materials to products.


 

E.g. f(x) = sin(x), mapping an input value x0
 

to an 
 output value sin(x0

 

).


 

E.g. f(x,y) = x + y, mapping a pair of input values 
 (x0

 

,y0
 

) to an output value x0
 

+ y0
 

.


 

E.g. f(z) = z*, mapping a complex number z0
 

(a pair 
 of real numbers) to a complex number (z0

 

)*
 

(a pair 
 of real numbers).



4What’s “transform”?


 

A “relation”
 

mapping an input function
 

to an output, 
 function.


 

E.g. differentiation D{f(x)}
 

= f'(x), mapping an input 
 function f(x) to an output function f'(x).


 

E.g. partial differentiation Dx
 

{f(x,y)}
 

= f(x,y)/x, 
 mapping a 2‐variable function f(x,y) to another 2‐

 variable function f(x,y)/x.


 

It’s linear
 

if T{af1
 

(x) + bf2
 

(x)} = aT{f1
 

(x)} + 
 bT{f2

 

(x)}.



5What’s “integral transform”?


 

The output function F(s) is obtained by integrating 
 the product of the input function f(t) and a kernal

 function
 

K(s,t):

  



0

),()()()( dttsKtftfTsF


 

Note: Output function has a new independent 
 variable s.


 

All integral transforms are linear. (Why?)



6What’s Laplace  transform (LT)?


 

A special case of integral transform where the 
 kernal

 
is an exponential function K(s,t) = e‐st:


 

Integration is carried out over 0 < t < ,  L{f(t)} = 
 L{f(t)u(t)}, where the unit‐step function is:

.)()}({)(
0
  dtetftfLsF st









.0for  ,1
;0for  ,0

)(
t
t

tu



7Example 1: L{1}


 

By definition,
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
 

L{1} exists (integrable) only in a finite region of 
 convergence ROC: {s > 0}.



8Example 2: L{t}


 

By definition,

   ;)()(
00 
    dttedtetuttutLtL stst


 

Integration by parts: u = t, v' = e‐st,  u'=1, v = ‐e‐st/s
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9Complex nature


 

The new variable s
 

is actually complex (s = +j C),

 K(s,t)
 

= e‐st
 

= e‐(+j)t
 

= e‐t[cos(t) + jsin(t)]
 


 

C,




 

Input f(t): a real function of real variable t.

CdtetfsF st  
 

0
)()(

Re

Im
 

Output F(s): a complex 
 function of complex variable s, 

  Re{F}, Im{F} are functions 
 of 2 real variables.


 

ROC: {s>0} is actually Re{s} > 0.

ROC



10Example: L{t2}


 

By definition,   ;
0

22 
  dtettL st


 

Let {u = t2, v' = e‐st},  {u' = 2t, v = ‐e‐st/s}

 
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
 

Recursive relation gives L{tn} = n!/sn+1.



11Example 3: L{e‐at}
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By definition,

pole

ROC



12Example 4: L{sin(t)}


 

By definition,
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13LT of basic functions (1)
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14LT of basic functions (2)
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15Exponential order


 

A function f(t) is of exponential order c
 

if there are 
 constants c, M(>0), T(>0) such that f(t) is eventually 
 bounded by an exponential function, i.e.

.for    ,)( TtMetf ct 

E.g. t
 

is of 
 exponential 

 order c = 1.

E.g. exp(t2)
 is not

 
of 

 exponential 
 order.



16Existence of LT


 

L{t‐1} and L{tt} do not exist (not integrable).


 

The sufficient
 

(but not necessary) conditions that 
 the L{f(t)} exist for Re{s} > c

 
are:

(1) f(t) is “piecewise continuous”
 

for t 
 

[0,)

(2) f(t) is of “exponential order
 

c” for t > T.

Piecewise continuous: 
 only finite number of 

 discontinuities t = {t1
 

, 
 t2

 

, …, tn
 

}



7‐2

 Inverse LT
 Formula of complex integral

Practical treatment

17



18Inverse LT


 

Notation: L‐1{F(s)} = f(t)


 

The formula involves with complex integral
 

and 
 residue theorem

 
(to be studied in EE 202):

    



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If G(s) has a pole at si
 

, 

residue of G(s) at si
 

.



19Practical treatment of inverse LT


 

Inverse LT is usually performed by using the table of 
 LT of basic functions.


 

Table (p13‐4):

(1) L‐1{s‐n} = tn‐1/n!,

(2) L‐1{1/(s+a)} = e‐at,

(3) L‐1{1/(s2+2)} = sin(t)/,

(4) L‐1{s/(s2+2)} = cos(t), …


 

For F(s) other than these basic forms, trying to 
 simplify F(s) by linearity and partial fractions. 



20Linearity of ILT


 

L‐1{aF1
 

(s) + bF2
 

(s)} = aL‐1{F1
 

(s)} + bL‐1{F2
 

(s)} = 
 af1

 

(t) + bf2
 

(t).


 

E.g. What’s f(t) if F(s) = (‐2s+6)/(s2+4)?
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21Partial fractions, Example 3 (1)

)4)(2)(1(
)(

421

)4)(2)(1()810(
96)( 23

2


















sss
sN

s
C

s
B

s
A

ssssss
sssF

96
)2)(1()4)(1()4)(2()(

2 



ss
ssCssBssAsN


 

Method 1: Expanding N(s) as a 2nd‐order 
 polynomial, comparing the coefficients, solving a 

 system of 3 algebraic equations.



22Example 3 (2)


 

Method 2: Substituting s = 1, 2, ‐4
 

into N(s).


 
N(1) = A(1‐2)(1+4) = ‐5A = 12

 
+ 61

 
+ 9 = 16,

 A = ‐16/5;


 
N(2) = B(2‐1)(2+4) = 6B = 22

 
+ 62

 
+ 9 = 25,

 B = 25/6;


 
N(‐4) = C(‐4‐1)(‐4‐2) = 30C = (‐4)2

 
+ 6(‐4)

 
+ 9 = 1,

 C = 1/30;
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7‐3

 Operational properties
Differentiation

 Shift

Convolution

 Integral

Periodic functions

23



24L{f'(t)}


 

By definition,   ;)()(
0
  dtetftfL st


 

Integration by parts: u = e‐st, v' = f',  u' = ‐se‐st, v = f:

  );0()()()0(0

)()()(
000

fssFssFf

dtetfsetfdtetf ststst






 



  

  

if Re{s} > 0 and F(s) 
 

L{f(t)}.


 

L{f'} = sF(s) –
 

f(0): derivative
 

in the time domain is 
 equivalent to multiplication

 
in the s‐domain.



25L{f"(t)}


 

By definition,   ;)()(
0
  dtetftfL st


 

Integration by parts: u = e‐st, v' = f",  u' = ‐se‐st, v = f':

    );0()0()()0()()0(0

)()()(

2

000

fsfsFsfssFsf

dtetfsetfdtetf ststst







 



  

  

if Re{s} > 0.


 

L{f"} = s2F(s) – sf(0)
 

–
 

f'(0): derivative
 

in the time 
 domain is equivalent to multiplication

 
(plus a 

 polynomial) in the s‐domain.



26Example 5 (Sec. 7.2)


 

ODE: y" – 3y' + 2y = e‐4t;  ICs: {y(0)
 

= 1, y'(0)
 

= 5}.


 

Step 1: L{y" – 3y' + 2y} = [s2Y(s) ‐
 

sy(0)
 

‐
 

y'(0)] ‐3[sY(s) 
 ‐

 
y(0)] + 2Y(s) = (s2‐3s+2)Y(s) –

 
(s+2) = L{e‐4t} = (s+4)‐1.


 

Step 2: Solve Y(s)

)4)(2)(1(
96

)4)(23(
1

23
2)(

2

22 










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ssY

ttt eee 42
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6
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5
16 

 
Step 3: y(t) = L‐1{Y(s)} =                                       (p21).

;
4

1)2()()23( 2



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27Advantages of LT approach


 

Unique solution y(t) is directly obtained without by 
 way of yc

 

(t) and yp
 

(t).


 

ICs have been taken into account by LT.


 

Y(s) is obtained by solving an algebraic equation.



28L{eatf(t)}


 

By definition,

 
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


 

L{eatf(t)} = F(s‐a):
 

exponential modulation
 

in the 
 time domain is equivalent to translation

 
(shift) in 

 the s‐domain.



29Examples

same as that obtained by definition (p11).
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

as shown in the last two rows of the LT table (p14).



   

,
)(

                     

sinsin

22

22


















as

s
tLteL

ass
ass

at



30Example 3 (Sec. 7.3) (1)


 

ODE: y" – 6y' + 9y = t2e3t;  ICs: {y(0)
 

= 2, y'(0)
 

= 17}.


 

Step 1: L{y" – 6y' + 9y} = [s2Y(s) ‐
 

2s
 

‐
 

17] ‐6[sY(s) ‐
 

2] 
 + 9Y(s) = (s2‐6s+9)Y(s) –

 
(2s+5) = L{t2e3t} = 2/(s‐3)3.


 

Step 2: Solve Y(s). (s‐3)2Y(s) = (2s+5) + 2/(s‐3)3, 

;
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31Example 3 (Sec. 7.3) (2)


 

Step 3: y(t) = L‐1{Y(s)}
































 

5
1

2
11

)3(
2

)3(
11

3
2)(

s
L

s
L

s
Lty

      

)(
12

112

!4
)(2)(11)(2

2112

3
4

3
4

3512111

tuett

etutttutu

esLsLsL

t

t

t





















 



32Example 4 (Sec. 7.3) (1)


 

ODE: y" + 4y' + 6y = 1+e‐t;  ICs: {y(0)
 

= 0, y'(0)
 

= 0}.


 

Step 1: L{y" + 4y' + 6y} = [s2Y(s) ‐
 

0s
 

‐
 

0] +4[sY(s) ‐
 

0] 
 + 6Y(s) = (s2+4s+6)Y(s) = L{1+e‐t} = s‐1

 
+ (s+1)‐1

 
=  

 (2s+1)/[s(s+1)].


 

Step 2: Solve Y(s), (s2+4s+6)Y(s) = (2s+1)/[s(s+1)],
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33Example 3 (Sec. 7.3) (2)


 

Since s2
 

+ 4s + 6 = 0 has no real root, regrouping it 
 as (s ‐

 
)2

 
+ 2

 
= (s+2)2

 
+ (2)2,
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Step 3: y(t) = L‐1{Y(s)} = L‐1{A/s} + L‐1{B/(s+1)} + f(t),
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34Example 3 (Sec. 7.3) (3)
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35L{f(t‐a)u(t‐a)}


 

By definition, u(t‐a)

f(t)

f(t‐a)u(t‐a)
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Let t‐a = v,  dt
 

= dv;
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Shift
 

in the t‐domain, modulation
 in the s‐domain. Complementary 

 relation of L{eatf(t)} = F(s‐a):



36L{f(t)u(t‐a)}


 

By definition,   ;)( )()()( 
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Let t‐a = v,  dt
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Activating f(t) at “t = a”
 

is equivalent to activating 
 f(t+a) at t = 0.



37Example 8 (Sec. 7.3) (1)


 

ODE: y' + y = 3cos(t)u(t‐);  IC: y(0)
 

= 5.


 

Step 1: L{y' + y} = [sY(s) ‐
 

5] + Y(s) = (s+1)Y(s) – 5 = 
 L{3cos(t)u(t‐)} = 3e‐sL{cos(t+) = ‐cos(1t)} = ‐

 3(e‐s)[s/(s2+1)].


 

Step 2: Solve Y(s), (s+1)Y(s) = 5 – 3e‐ss/(s2+1),
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38Example 8 (Sec. 7.3) (2)


 

Step 3: y(t) = L‐1{Y(s)}
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39Solution plot

5e‐t



40L‐1{F'(s)}


 

By definition, ;)()(
0
  dtetf

ds
dsF

ds
d st


 

If the order of differentiation and integration is 
 interchangeable, 
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L‐1{F'} = ‐tf(t): derivative
 

in the s‐domain is 
 equivalent to multiplication

 
in the time domain.



41L‐1{F"(s)}


 

Without using the inverse LT formula, let’s guess L‐
1{F"(s)} = t2f(t) given L‐1{F'(s)} = ‐tf(t) is true.


 

Proof:

Since G(s) = ‐F'(s),  L{t2f(t)} = F"(s).


 

L‐1{F"} = t2f(t): derivative
 

in the s‐domain is 
 equivalent to multiplication

 
in the time domain.
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42Example: L{t2}


 

Previously, we got L{t2} = 2/s3
 

by definition (p10). 
 Here is a faster way:


 

Let f(t) = 1,  F(s) = 1/s.


 

g(t) 
 

t2
 

= t2f(t),  G(s) = F"(s) =(s‐1)" = ‐(s‐2) = 2s‐3.
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For h(t) 
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= tnf(t), 
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43Resonantly driven mass‐spring (1)


 

ODE: x"(t) + (0
 

)2x(t) = Acos(0
 

t),
 

where 0
 

= k/m, 
 A = F0

 

/m.


 

ICs: x(0) = X0
 

,
x'(0) = V0

 

.
(www.chegg.com)x = 0

‐kx
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t)


 

Step 1: L{ODE}
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44Resonantly driven mass‐spring (2)


 

Step 2: Solve X(s)
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Step 3: x(t) = L‐1{X(s)}


 

Initial position X0
 

and initial velocity V0
 

contribute to 
 cos(0

 

t) and sin(0
 

t) terms, respectively.



45Resonantly driven mass‐spring (3)


 

To calculate L‐1{X2
 

(s)}, let’s look for G(s)  X2
 

(s)ds 
 such that  x2

 

(t) = ‐tg(t).
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Resonant driving force causes linearly growing 
 oscillation, unavailable by using Ch4’s approach.



46Example 2 (Sec. 7.4)


 

ODE: x"(t) + 16x(t) = cos(4t); 0
 

= 4, A = 1.


 

ICs: x(0) = X0
 

= 0, x'(0) = V0
 

= 1.


 

By the general analysis, x(t) = x1
 

(t) + x2
 

(t) 
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47Solution plot

Source: cos(4t)
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48Convolution f*g


 

If f() and g() are piecewise continuous over 
 

= 
 [0,), the convolution of f

 
and g

 
is defined as
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Why is the integral range 
 

= (0,t)?



49Example: Π*Π


 

Let Π(t) = {1, for 0 < t < T; 0, otherwise} is a 
 rectangular function of width T.
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50L{f*g} = FG (1)


 

Proof:
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51L{f*g} = FG (2)


 

Let t = 
 

+ ,  d
 

= dt, 


 

Interchanging the integration order:
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52Revisit: Resonantly driven mass‐spring (1)


 

ODE: x"(t) + (0
 

)2x(t) = Asin(0
 

t),
 

where 0
 

= k/m, 
 A = F0

 

/m.


 

ICs: x(0) = X0
 

,
x'(0) = V0

 

.
(www.chegg.com)x = 0

‐kx
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sin(0
 

t)


 

Step 1: L{ODE}
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53Revisit: Resonantly driven mass‐spring (2)


 

Step 2: Solve X(s)
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Step 3: x(t) = L‐1{X(s)} = x1
 

(t) + x2
 

(t), where x1
 

(t) = 
 X0

 

cos(0
 

t) + (V0
 

/0
 

)sin(0
 

t) is the same as before.


 

However, no easy anti‐derivative G(s)  X2
 

(s)ds 
 exists, and x2

 

(t) = ‐tg(t) does not apply.



54Revisit: Resonantly driven mass‐spring (3)


 

Instead,

where F(s) = G(s) = 1/[s2
 

+ (0
 

)2],

 f(t) = g(t) = sin(0
 

t)/0
 

;  x2
 

(t) = A0
 

(f*g)
 

= (A/0
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By the “product to sum”
 

formula:
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55Revisit: Resonantly driven mass‐spring (4)
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56L{ f }


 

Let g(t) = 1,  G(s) = 1/s;
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By L{f*g} = FG,   .)()(
 

0 s
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t
  


 

L{f} = F(s)/s: integral
 

in the time domain is 
 equivalent to division

 
in the s‐domain.


 

It’s the complementary relation of L{f'} = sF(s) –
 

f(0).



57Example: L‐1{F(s)/s}

   ?)()(   ,
)1(

1)( 1
2 


  sGLtg
ss

sG


 

Let F(s) 
 

1/(s2+1),  f(t) = sin(t);


 

G(s) = F(s)/s,

).cos(1)cos()sin()()(
0

 

0

 

0
tddftg ttt

  


 

Check: ;
)1(

1)(
1

)( 2

2

2 







ss

ACssBA
s

CBs
s
AsG

).cos(1
1

1)( 2
11 t

s
sL

s
Ltg 


















 

 ;0  ,1  ,1  CBA

(same)



58Example: L‐1{F(s)/s2}

   ?)()(   ,
)1(

1)( 1
22 


  sHLth
ss

sH


 

Let G(s) 
 

1/[s(s2+1)],  g(t) = 1‐cos(t);


 

H(s) = G(s)/s,

 

  ).sin()sin(            

)cos(1)()(

0

 

0

 

0

ttt

ddgth
t

tt



 

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59Integrodifferntial  equations


 

E.g. Series RLC circuit.


 

By Kirchhoff
 

voltage law, vL
 

(t) = Li'(t), i(t) = Cvc
 

'(t):

i(t)

)()(1)()(
 

0 
tvdi

C
tRitiL i

t
  



60Example 6 (1)


 

Let vi
 

(t) = V0
 

t[1‐u(t‐1)] (curve?), i(0) = I0
 

.


 

Step 1:

;)(1)(])([
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61Example 6 (2)


 

Step 2: Solve I(s)
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62Example 6 (3)


 

Step 3: L‐1{I(s)}.


 

Let L = 0.1 H, C = 0.1 F, R = 2 , V0
 

= 120,
 

I0
 

= 0, 
 Im

 

= 1200 A, D(s) = s2
 

+ 20s + 100 = (s+10)2
 

…
 

Case 2.

   ,
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2
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63Example 6 (4)
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64Solution plot
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65L{f(t)}, with f(t+T) = f(t)




 

Proof:

  .)(
1
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0 


 
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tfLsF

Let u = t‐T,  dt
 

= du:
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66Example 8 (1)


 

An RL circuit driven by a periodic square voltage vi
 

(t):
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
 

Step 1:   )(])([)()( 0 sRIIssILtRitiLL 

  .
)1(
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m

ii es
VsVtvL 
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
 

Step 2:
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70Solution plot

t/T

Source: vi
 

(t)

i(t), 
 

= 
 T/10

i(t), 
 

= T



7‐4

 Dirac
 

delta function (t)
Definition of (t)

 '(t)

 Impulse response h(t)

71



72Revisit the unit‐step function u(t)


 

u(t) can be approximated by the limit of a linear 
 ramp function:









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t
t
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73Impulse function (t)
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74L{(t)}


 

Sampling
 

of f(t) at t = a can be formulated by 
 integral of the product of f(t) and (t‐a):


 

It can be used in deriving L{(t)} = 1:
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75'(t) = ?

area = 1

total area = 0

one‐sided 
 area = 1/
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76L{'(t)}
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Even '(t) has well defined Laplace
 

transform!

20

2lim




 s
ee ss 




 



 s
see ss

2
)(lim

0






 .

2
)(lim

2

0
s

s
see ss















77L‐1{improper rational function}
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78Example 1 (1)


 

ODE: y" + y = 4(t‐2)


 

ICs: y(0) = 1, y'(0) = 0.


 

Step 1: L{y" + y} = [s2Y(s) –
 

s1
 

‐
 

0] + Y(s) = (s2
 

+ 1)Y(s) 
 ‐

 
s = L{4(t‐2)} = 4L{(t)}e‐2s

 
= 4e‐2s.


 

Step 2: (s2
 

+ 1)Y(s) – s = 4e‐2s, 

.
1

4
1

)( 2122

2

22 YY
s

e
s

ssY
s








 


 

Step 3: y1
 

(t) = cos(t);  y2
 

(t) = 4L‐1{1/(s2+12)}|tt‐2
 

= 
 4sin(t‐2)u(t‐2)

 
= 4sin(t)u(t‐2). 



79Example 1 (2)



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;20for   ),cos(
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ttt
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
 

An impulse source to an LC circuit or mass‐spring 
 system could cause discontinuous slope

 
but not 

 necessarily discontinuous function value.

‐source



80Impulse response


 

ODE: y" + Py' + Qy
 

= (t)


 

ICs: y(0) = 0, y'(0) = 0.


 

Step 1: L{y" + Py' + Qy} = [s2Y(s) –
 

s0
 

–
 

0] + P[sY(s) –
 0] + QY(s) = (s2

 
+ Ps +Q)Y(s) = L{(t)} = 1.


 

Step 2: (s2
 

+ Ps +Q)Y(s) 
 

D(s)Y(s) = 1,  Y(s) 
 

H(s) 
 = 1/D(s).


 

Step 3: y(t) 
 

h(t)
 

= L‐1{1/D(s)}, which is named the 
 “impulse response” (the output as a result of 

 impulse source).



81Why is h(t) important ?


 

For an arbitrary source f(t), the output function y(t) 
 can be calculated by h*f:


 

Step 1: L{y" + Py' + Qy} = D(s)Y(s) = L{f(t)} = F(s).


 

Step 2: Y(s) = F(s)/D(s) = H(s)F(s).


 

Step 3: y(t) = L‐1{H(s)F(s)} = h(t)*f(t), which is the 
 convolution

 
between the impulse response and the 

 source function.


 

A linear system is fully characterized by h(t) or H(s).



82Summary


 

How to calculate L{f(t)} and L‐1{F(s)}?


 

How to solve ODEs
 

by Laplace
 

transform?


 

What’re the complementary operations between 
 time‐

 
and s‐domains?


 

What really happens in a resonantly driven system?


 

What’s (t)? What’s F{(t)}?


 

What’s impulse response h(t)? Why is it useful?
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